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第1讲 圆基础与垂径定理

       圆属于人教版教材第二十四章的内容，是期末考试的重要考察点。本模块《圆的初步》，重点包括

垂径定理、圆周角定理、切线等重要知识点，同时也需要学生在理解概念的基础上，总结一定的解题思

路，为后续综合学习奠定基础。

       本模块难度适中，适用于基础知识的夯实，本模块分为圆基础与垂径定理、圆周角定理及应用、与

圆有关的位置关系、与圆有关的计算4讲内容，加油站与讲义内容完全对照，帮助学生巩固薄弱点和易

错点。

知己知彼

知识点 难度 考频

圆的基本概念 ★ 低

垂径定理 ★★★★ 高

弧、弦、圆心角关系 ★★★ 高

圆周角定理 ★★★★ 高

圆内接四边形 ★★★ 中

点与圆的位置关系 ★★ 低

直线与圆的位置关系 ★★ 中

切线的性质与判定 ★★★★ 高

圆与正多边形 ★★★ 中

圆中计算 ★★★ 中
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一、 圆的基本概念

1. 圆的定义

❓思考：如何画圆

【备注】无论是利用圆规画圆还是定长的线段绕端点旋转，都可以分析出确定圆的两个条件：

①圆心：确定圆的位置

②半径：确定圆的大小

（1）圆的描述性定义：

在一个平面内，线段 绕它  固定  的一个端点 旋转一周，另一个端点 所形成

的图形叫做  圆  ，其中固定端点 叫做  圆心  ， 叫做  半径  ．通常用符号  

  表示圆，记作“     ”，读作“  圆   ”．

从图中画图的过程也可以看出：

①圆上各点到  定点  （圆心 ）的距离都等于  定长  （半径 ）；

②到  定点  的距离等于  定长  的点都在  同一个圆上  ．

（2）圆的集合性定义：平面内到  定  的距离等于  定   的点的集合叫圆，定点叫  圆   ，定长叫          

【备注】如果有几个点到同一个点（圆心）的距离相等，那么说明这几个点在同一个圆上．（根据

圆的定义判断几个点共圆）

经过不共线的三点能确定一个圆，该圆的圆心为三角形的垂直平分线的交点；

过 ( )个点的圆：只可以作 个或 个，当只可作一个时，其圆心是其中不共线三点确定

的圆的圆心．

（ ）同圆：圆心  相同  且半径  相等  的圆叫同圆；

（ ）同心圆：半径  不相等  的两个圆叫做同心圆；

（ ）等圆：半径  相等  （能够  重合  ）的两个圆叫做等圆．

（ ）圆的对称性：圆既是  轴对称  图形也是  中心对称  图形，对

称轴为直径所在的  直线  

【备注】同圆或等圆的半径相等．同心圆仅指圆心相同．
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2. 弦的定义

（ ）弦：连结  圆上  任意两点的  线段  叫做弦．

（ ）直径：经过  圆心  的弦叫做圆的直径，直径等于半径的     倍．

（ ）弦心距：从  圆心  到  弦  的距离叫做弦心距．

注意：①直径是最  长  的弦，圆中，弦长AB的取值范围是：                  ．

               ②直径是弦，是经过圆心的特殊的弦，但弦  不一定  是直径．

❓思考：如何证明直径是圆中最长的弦

【备注】如图：在 中， （两边之和大于第三

边）；

当 、 、 三点共线且 、 两点不重合时，弦 最大，

且等于直径．

所以直径是最长的弦．

3. 弧的定义

（ ）弧：圆上任意两点间的部分叫做圆弧，简

称弧．以 为端点的圆弧记作     ，读作  弧

  ．

（ ）等弧：在  同圆或等圆  中，能够  互相重

合  的弧叫做等弧．

（ ）半圆：圆的任意一条直径的两个端点分圆

成两条弧，每一条弧都叫做半圆．

（ ）优弧：  大于  半圆的弧叫做优弧，用  三  个大写字母表示，如     ．

（ ）劣弧：  小于  半圆的弧叫做劣弧，用  两  个大写字母表示，如     ．

（ ）弓形：由  弦  及其所对的  弧  组成的图形叫做弓形．

【备注】注意：

弧分为三种：半圆、优弧、劣弧（半圆既不是优弧也不是劣弧）

举个“栗”子
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栗子1

A.

B.

C.

D.

1. 下列说法错误的是（   ）．

已知圆心和半径可以作一个圆

经过一个已知点 的圆能做无数个

经过两个已知点 ， 的圆能做两个

经过不在同一直线上的三个点 ， ， 只能做一个圆

【答案】C

【解析】A
选项：

B
选项：

C
选项：

D
选项：

已知圆心和半径可以作一个圆，故 正确；

经过一个已知点 的圆能做无数个，故 正确；

经过两个已知点 ， 的圆能做无数个，圆心在线段 的垂直平分线上，

故 错误；

经过不在同一直线上的三个点 ， ， 只能做一个圆，故 正确．

故选
C
.

【标注】【知识点】不在同一直线上的三点确定一个圆

【备注】确定圆的条件：经过不共线的三点可以确定一个圆

A. 第①块 B. 第②块 C. 第③块 D. 第④块

2. 小明不慎把家里的圆形玻璃打碎了，其中四块破片如图所示，为配到与原来大小一样的圆形玻璃，

小明带到商店去的一块玻璃碎片应该是（   ）．

【答案】B

【解析】根据“不在同一直线上的三点确定一个圆”可知第②块符合题意．

具体作法：在完整的弧线上任意作两条弦，作出两条弦的垂直平分线，交点即为圆心．

【标注】【知识点】不在同一直线上的三点确定一个圆

【备注】只有②中能找出圆上的任意三点
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栗子2

1.

2.

3.

4.

5.

6.

7.

8.

9.

10.

11.

12.

13.

3. 判断：将下列语句中，正确的序号填在横线上正确的有：__________．

直径是弦；

弦是直径；

半圆是弧；

半径相等的两个圆是等圆；

过圆心的线段是直径；

两个端点能够重合的弧是等弧；

圆的任意一条弦把圆分成优弧和劣弧两部分；

长度相等的弧是等弧；

直径是最大的弦；

半圆所对的弦是直径；

两个劣弧的和是半圆；

两个半圆是等弧；

圆的半径是 ，则弦长的取值范围是大于 且不大于 ．

【答案】TFTTFFFFTTFTT

【解析】⑵，最大的弦是直径，但不一定所有的弦都是直径，所以不正确．

⑸，过圆心的线段可以不与圆相交，可以与圆相交，长度可以比直径长，也可以短于直

径，所以不正确．

⑹，可能这两条弧共同构成一个圆．

⑺可能平分．

⑻在同一个圆中长度相等的弧才是等弧．

【标注】【知识点】圆的定义

【备注】弦、弧、直径的判定

4. 如图，在⊙ 中，点 ， ， 以及点 ， ， 分别在一条直线上，图中的弦的条数有（   ）．
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A. 条 B. 条 C. 条 D. 条

【答案】B

【解析】由图可知，点 、 、 、 是⊙ 上的点，

图中的弦有 、 、 ，一共 条．

故选答案为 ．

【标注】【知识点】圆的定义

【备注】注意弦的定义：圆上任意两点间的部分

、 、 为圆中的弦

 

栗子3

5. 如图，点 、 、 、 在半圆上，四边形 ， ， 均为矩形，设 ， ，

，则 ， ， 的大小关系为            ．

【答案】

【解析】连接 ， ， ，

由题意知：四边形 ，四边形 ，四边形 均为矩形．

【备注】圆与矩形结合，利用矩形对角线相等的性质，可得： 、 、



7

∴ ，

,

．

∴ ．

【标注】【知识点】圆的定义

二、 垂径定理

1. 垂径定理：垂直于弦的直径平分弦，并且平分弦所对的两条弧．

常见的垂径定理模型：

 

垂径定

理

如图， 是⊙ 的直径， 为弦， ，垂足为 ，

则     ，     ，     ．

 

注意：这里的垂径可以是  直径  、  半径  、  弦心距  或者过圆心的  直线或线段  ，其本质是

过  圆心  ．

【备注】当题目中要求弦长、弦心距、半径、直径、或者弓形深度等线段长度时，可以利用垂径定

理构造直角三角形求解．

在构造直角三角形中常用的辅助线有：①连接半径．②过圆心作弦的垂线段．

2. 垂径定理的推论：平分弦（不是直径）的直径垂直于弦，并且平分弦

所对的两条弧．
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垂径定理推

论

如图，⊙ 的直径 经过弦 （非直径）的中点 点，

则       ，  $$ frown，  $$ frown

注意：

平分弦中弦的约束条件“  不      是  ”，因为圆中任意两条直径都互相平分，但不一定垂

直

【备注】①垂径定理的证明：

如图， 是 的直径，点 是弦 的中点．

在 和 中，

∴ ≌

∴ ．

∴直径 垂直平分弦 ．

②知二推三：

知二推三可以作为真命题应用于不写过程的客观题，但不能直接应用于解答题.

若一条直线具备以下五点中的任意两点：

① 过圆心； ② 垂直于弦；③ 平分弦（不是直径）；

④ 平分弦所对的优弧；⑤ 平分弦所对的劣弧，

则必然具备其余三条，简称“知二推三”．

举个“栗”子

栗子4

A. 平分弦的直线垂直于弦 B. 平分弧的直线必定平分这条弧所对的弦

C. 弦的中垂线必平分弦所对的两条弧 D. 平分弦的直线必平分弦所对的两条弧

6. 下列判断正确的是（   ）．

【答案】C

【解析】A
选项：平分弦（非直径）的直径垂直于弦，故 错误；
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B
选项：

C
选项：

D
选项：

平分弧的直径必定平分这条弧所对的弦，故 错误；

弦的中垂线必平分弦所对的两条弧，符合垂径定理，

故 正确；

平分弦（非直径）的直径必平分弦所对的两条弧，故

错误．

故选
C
.

【标注】【知识点】垂径定理以及应用

栗子5

A. B. C. D.

7. 如图，⊙ 的直径 ， 是⊙ 的弦， ，垂足为 ，且 ．则 的长为（

  ）．

【答案】B

【解析】∵⊙ 直径 ，

∴ ，

∵ ，

∴ ，

∴ ，

∵ ，

∴ ．

如图，连接 ，

【备注】垂径定理的应用，易得 ，求 的长度，可求 ；连接 ，构造 ，利用勾股

定理求解
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在 中，

∵ ， ，

∴ ，

∴ ．

【标注】【知识点】垂径定理以及应用

A. B. C. D.    

8. 如图， 是⊙ 的直径，弦 交 于点 ， ， ， ，则 的长为（   ）．

【答案】C

【解析】作 于点 ，连接 ，如图，

∵

， ∴

，

∵ ，

，

∴ ，

∴ ，

∴ ， 在 中，

【备注】 为圆中的弦，可利用垂径定理求弦长；因此过点 作 ，连接 ，先求出 的

长度，然后在 即可利用垂径定理求 的长
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∵ ，

∴ ，

∴ ，

在 中，

∵ ， ，

∴ ，

∴ ．

故选 ．

【标注】【知识点】垂径定理以及应用

栗子6

A. B. C. D.

9. 如图，已知 、 都是⊙ 的弦， ， ，垂足分别为 ， ，若 ，那么

等于（   ）．

【答案】C

【解析】∵ 、 都是⊙ 的弦， ， ，垂足分别为 、 ，

∴ 、 分别是 、 的中点，

∴ 是 的中位线，

∴ ．

故选 ．

【标注】【知识点】垂径定理以及应用

【备注】垂径定理与三角形中位线结合

由 ， ，可得 分别为 的中点， 即为 的中位线、 、
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栗子7

A. 米 B. 米 C. 米 D. 米

10. 如图，圆弧形桥拱的跨度 米，拱高 米，则拱桥的半径为（  ）．

【答案】A

【解析】根据垂径定理的推论，知此圆的圆心在 所在的直线上，设圆心是 ，

连接 ，如图．根据垂径定理，得 ，

设圆的半径是 ，根据勾股定理，得 ，解得 ，

故选： ．

【标注】【能力】运算能力

【知识点】垂径定理以及应用

【思想】数形结合思想

【备注】垂径定理与方程思想结合

圆弧形拱桥为轴对称图形，可得 ；圆心一定在弦的垂直平分线上，因此构造圆心

的位置，设半径为 ，在 中利用勾股定理列方程

垂径定理与分类讨论思想结合

栗子8

A. B. C. 或 D. 或

11. 已知⊙ 的直径 ， 是⊙ 的弦， ，垂足为 ，且 ，则 的长为（ 

）．

【答案】C

【备注】讨论弦与直径的位置关系
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【解析】

图

图

连接 ， ，

∵⊙ 的直径 ， ， ，

∴ ， ，

当 点位置如图 所示时，

∵ ， ，

，

∴

，

∴ ，

∴ ．

当 点位置如图 所示时，同理可得 ，

∵ ，

∴ ，

在 中，

．

【标注】【知识点】圆与勾股

【知识点】垂径定理以及应用

【思想】分类讨论思想

栗子9

12. 已知：⊙ 的半径为 ，弦 ，弦 ， ．求这两条平行弦 ， 之间

的距离．

【备注】圆中两平行弦的距离，等于弦心距之和或之差，要讨论弦在圆心同侧还是异侧．
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【答案】 或 ．

【解析】 ( )如图 ，连接 ， ，做 交 于点 ，

图

∵ ，

∴ ，

∵ ， ，

∴ ， ，

∵⊙ 的半径为 ，

∴ ，

∴ ， ，

∵ ，

∴ ．

( )如图 ，连接 ， ，做直线 交 于点 ，

图
∵ ，

当 、 在圆心同侧时，平行弦 、 的距离 ；

当 、 在圆心异侧时，平行弦 、 的距离 ．
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∴ ，

∵ ， ，

∴ ， ，

∵⊙ 的半径为 ，

∴ ，

∴ ， ，

∵ ，

∴ ．

∴平行弦 ， 之间的距离为 或 ．

【标注】【能力】运算能力

【能力】推理论证能力

【知识点】勾股定理

【知识点】圆与勾股

【知识点】垂径定理以及应用

【知识点】平行线的性质

【思想】分类讨论思想

栗子10

13. 等腰 内接于半径为 的⊙ ，点 到底边 的距离为 ，则 的长为            ．

【答案】 或

【解析】如图 ， ， ，在 中， ，

在 中， ， ．

如图 ， ， ，在 中， ，

在 中， ， ．

【备注】圆中等腰三角形，已知半径、底，求顶点到底边的距离，要讨论锐角三角形还是钝角三角

形．

当 是锐角等角三角形时，顶点到底边的距离 ；

当 是钝角等角三角形时，顶点到底边的距离 ．
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图 图

【标注】【知识点】垂径定理的推论以及应用

栗子11

14. ⊙ 的半径为 ，弦 ，弦 ，则 度数为            ．

【答案】 或

【解析】如图 ，连接 ，过 作 于 ， 于 ，

∴ ．

由垂径定理，得 ， ，

∴ ， ，

∴ ， ，

∴ ．

同理，如图 ， ．

【备注】共顶点的弦所形成的夹角，要分类讨论．

如图，已知 、 、 、 是⊙ 的半径， 是等边三角形， 是等腰直角三

角形， 是顶角为 的等腰三角形．

则 ， ， ．

等边三角形三边关系 ，等腰直角三角形三边关系 ，

的等腰三角形三边关系 ．
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【标注】【知识点】探究特殊角的三角函数值

【知识点】垂径定理以及应用

独步天下

15. 如图，在直角 中， ， ， ， 、 分别是 、 上的一点，且 ．

若以 为直径的圆与斜边 相交于 、 ，则 的最大值为            ．

【答案】

【解析】取 的中点 ，过 作 于 ，连接 ，

【备注】此题可通过寻找点 的轨迹求最值

过点 作 ，则

在 中， ， ，当 最小时， 最大，

∵ ，

∴ 在以 为圆心，半径为 的圆上运动，

∴过点 作 ，此时与 的交点即为 ，

∵ ，

∴ ， ，

∴
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又∵ ，

∴只有 、 、 三点一线时 到圆心 的距离最小，

∴此时 达到最小，

∴ 达到最大，

作 于 ，

∴ 和 重合时， 有最大值，

∵ ， ， ，

∴ ，

∵ ，

∴ ，

∴ ，

∴ ，

∴ ．

【标注】【知识点】圆与勾股


